ELEMENT DE TRIGONOMETRIE

Exercice 1.

Soit un triangle (A, B, C) rectangle en A et tel
que E(ABC)=30°.

Soit D le symétrique de C par rapport a A.

1. Calculer E(ZEBD) et E(ECA).
Quelle est la nature du triangle (B, C, D)?

2. On pose BC=a. Calculer CA et BA en B Oa
fonction de a.

3. Quel est le signe de cos30°? Calculer
cos30%. En déduire sin30°. Calculer cos60°,
puis sin 60°. .lD

Exercice 2.
Soit*un triangle (A, B, C) isocéle et rectangle en A.
Calculer E(ABE:).

On pose BC = a, calculer CA en fonction de a.
Calculer cos45° et sin45°.
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I.)eo exercices 1 et 2 on déduit les résultats sunivamts :

écart en radians 0 z = e d o T
6 4 3 2
écart en degrés 0° | 30° | 45° | 60° | 90°
sinu 0 l V2 r 1
. 2 |2 |2
cosinus 1 ﬁ ﬁ ! 0
= 2 | 2| 2
- V3
tangente 0 —5—- 1 V3

Exercice 3.

Résoudre, dans R chacun des systémes ou équations suivants. Représenter i I'aide du
rapporteur les angles dont les écarts angulaires sont solutions :

V3 I, i
a){’"" 2 b){‘"“‘ 2 ¢) sinz=—
cosx>0 cosx <0 2
Exercice 4.
Mémes questions que pour I'exercice 3.
4sin’x=1 2¢cos’x=1 ~(2sin’x—1=0
) P ) c) g
0<x<-2- x €[0,180] cosx <0
Exercice 5.
2

(A, B, C) étant un triangle rectangle tel que BA=3 et cos AB -g-

Calculer BC, sin ABC et CA.

Exercice 6.
Un triangle (A, B, C) est tel que BC=5, AC=3, AB=4.
Vérifier que ce triangle est rectangle.

Calculer cos ABC et cos ACB.

Don}g%en uﬂ'%mt les tables, une valeur approchée en degrés et minutes des écarts angulaires
de ABC et ACB. <

Calculer la somme des écarts angulaires trouvés. Que remarque-t-on? Pourquoi?

Exercice 7.
Soit un triangle (A, B, C) rectangle en A; on pose BC=a, AB=¢, CA=).

E(ABC)=g E(ACB)=1.

a) Connaissant a =8 et cos B =0,250. Calculer ¢, b, cos v, sin 8 et sin y. Déterminer une valeur
approchée en degré de y et B.

b) Connaissant cos 8 =0,360 et b=6 calculer cosy, a, ¢, siny, tgy.
Déterminer une valeur approchée en degré de y et B.



Exercice 8.

Seit wa triangle (A, B, C) rectangle en A, tel que
BC=5, AB=3, AC=4.

Seit H la projection orthogonale de A sur (BC).

Calculer cos ABC, BH, AH, HC cos BAH et
mm B H Cc

Exercice 9.
Sachant que a est 'écart angulaire d’un angle aigu et que sina = 0,450.
1. Calculer cos a, tga, cotga.

2. Al'aide des tables, déterminer « en degrés et minutes; déterminer sin a, tg a, cotg a a partir .
de la valeur de & trouvée, et des tables trigonométriques.

Comparer les résultats obtenus dans chacune des questions.

Exercice 10.
On utilise les notations du cours (voir définition de cosinus a et de sinus ).
Soit (Ox, Oz) un représentant d'un angle 20z,

et M le point d’intersection de [0z) et du
demi-cercle C. '

Soit M’ le point symétrique de M dans la
symétrie orthogonale par rapport a (Oy).

1. x et y étant les coordonnées du point M, déterminer en fonction de x et ¥, les coordonnées x’
‘et ¥' du point M".

2. Montrer que les angles géométriques x0z et KON’ sont égaux.

3. Montrer que E(x 0z)+E(xOM) = 180°.

4. En posant E(x0z)=a et E(m')=ﬂ, montrer que :
sinf=sina et cosB= —cosa.

On admettra ’équivalence :

sin B =sina

a+p=180" & {

cosfB= —cosa

REMARQUE.
Sia + B =180° alors l’un des deux nombres @ ou B appartient a Uintervalle [0°, 90°).

5. Application.

On veut déterminer B sachant que cos g = —0,750.

On pose a=180°— B; calculer cos a.

Déterminer @ en degrés, a I'aide de la table.

Puis déterminer B en degrés.

6. On donne B =150°. On pose a=180°~150° trouver cosa et sina & I'aide des tables.
En déduire cos B, sinB, tgB et cotgpB, a l'aide des formules admises précédemment.



Exercice 11.

En utilisant les résultats admis dans I’exercice précédent et le tablean, déduits des emevcices 1
et 2, compléter le tableau suivant :

écart en degrés 90° 120° 135° 150° 1%0°

écart en radians = -2—1{ i Se x
2 3 4 6

cosinus

sinus

tangente

cotangente

Exercice 12 (difficile).
On considére un triangle isocéle (A, B, C) tel que AB=AC.
Soit H la projection orthogonale de A sur (BC) et K la projection orthogonale de B sur (AC).

a) Démontrer que BAH = CBK.
b) On pose AB=a et E(m)=a.

Démontrer que BC=2a sin g; BK = a sina; BK=BC 1:0:E .

En déduire que sina = 2sin§cos§- \

¢) Vérifier I'égalité (Az—B’)2=(A:+ B%)? — 4 A%-B?, utiliser cette égalité et le résultat de b)

a @
pour vérifier que (cosz-z-— sin® E) =cos’ a.

0 2@ . o2& - .
n admet que cosa et cos”——sin 3 sont de méme signe.

2
En déduire que cos @ coszg - ainzg-
et que cosa=2¢os’§—l=l—23in2‘—'-

d) Utiliser les résultats précédents pour calculer :
sin15°, cos15% tgl5®.

Exercice 13.

Soit un triangle (A, B, C) rectangle en A tel que AC=5 et E(ABC)=50°.

a) Démontrer que le cercle C de centre C, de rayon 5, coupe la droite (BC) en deux points D et
E dont I'un appartient au segment [B, C].

b) Calculer a 102 prés AB, BC, AD, AE, BD, BE.

¢) Les tangentes en D et E au cercle € coupent (AB) en D’ et E'. Calculer a 10”2 prés DD’ et
EE".

d) Montrer que le triangle (D', C,E’) est rectangle.



Exercice 14.

Soit deux droites (x’ x) et (' y) perpendiculaires, sécantes en O, et les droites (XX") et (YY) axes
de symétrie de (xx')U(yy’). (Voir figure ci-coatre.)

a) Montrer que E(Yo\y)zE(T-O?)
et que E m) =K (ﬁ).

En déduire que (x'z) et (y'y) sont axes de symétrie de (XXHYU(YY).

b) Un cercle C de centre O, de rayon R est sécant i [Ox), [0X), [Oy), [0Y), [0x"), [0X"), [Oy")
et [0Y), respectivement en A, B, C, D, E, F, G et H.

Montrer que (x'x), (y'y), (X'X), (Y'Y) sont des axes de symétries de I|'ensemble
{A,B,C,D,E,F,G,H}=L.

¢) Montrer que le quadruplet {A, B, E, F} est un rectangle et que {A, C, E, G} est un carré.

d) Donner en degrés, puis en radians, I'écart angulaire de AOB.

Soit (ZZ) la bissectrice de (Ox, 0X), telle que [OZ) soit du méme cété que [Oy) par rapport a
(x"x).

-~

Calculer I'écart angulaire de 702 et de 7.0y en degrés et en radians.
Montrer que [0OY’) et [Oy) sont symétriques par rapport a (Z'Z).
En déduire que (Z'Z) est un axe de symétrie de L.

Exercice 15.

Soit un triangle (A, O, B) rectangle en O et tel que AO = 0B.
Soit C un point de [OB], la droite perpendiculaire a (AC) et passant par B est sécante i (AO) en D
et (AC) en H.

a) Montrer que BCH=ACO. En déduire que CAO=CBH et que les triangles (B, O, D) et
(A, C, O) sont isométriques.

Préciser les images de B, O et D dans cette isométrie.

b) La perpendicualaire a (AH) contenant O, est sécante a (CA) en I. La perpendiculaire a (BD)
contenant O, est sécante a (BD) en J.

Montrer en utilisant la question a, que OI=0].

En déduire que la droite (HO) est bissectrice de ([HD),[HC)).

¢) Montrer que E(f[)h)=45° et que la droite (DC) est perpendiculaire & la droite (AB).
d) On pose OA=5 et OC=x, calculer en fonction de x les distances OD, BC, AC et BH.



Exercice 16.

Soit un cercle C de centre O, de rayon R (R>0), A et B deax poimts de € ks que
E(AOB)=60°.

Soit [0z) la demi-droite dont le support est la bissectrice de (OA, OB) et sitnée du méme cte
que [OB) par rapport a (OA).

Soit I le point commun & [Oz) et & C et Cle
symétrique de I dans la symétrie orthogonale
par rapport a (OB).

1. Montrer que C appartient a C.

Montrer que (O, I, C) est un triangle équilatéral
et que (OC) et (OA) sont perpendiculaires.
2. Soit D le point commun a (CI) et (BA).
Soit A I'axe de symétrie de [OB)U[OI).
Quelle est I'image de la droite (BA) par la
symétrie orthogonale S,.

Montrer que A est axe de symétrie de l'en-
semble {C,B,I, A, O}.

3. Quelle est la nature du triangle (D, C, A)?

Déterminer en degrés Em) et E(T)a ).
Montrer que E(TBA)=E(TCA)=E(BIC)=E(BAC).

Exercice 17.
Soit sur un cercle C de centre O de rayon R, quatre points A,B,C,D tels que
E(AOB)=120° E(BOC)=9%° E(COD)=60°

a) Calculer Em).

Soit A la médiatrice de (A, B), montrer que la droite (OC) a pour image la droite (OD) par la
symétrie orthogonale S,.

Montrer que A est axe de symétrie de 'ensemble {A,B,C,D, O}

Montrer que (AB) est paralléle a (DC).

b) Montrer que :

E(ACO) = E (OAC) = E (ODB) = E (DBO).
Calculer :

E(DCO), E(OCB), E(ABO), E(OBC).

Montrer que les droites (AC) et (DB) sont
perpendiculaires.

¢) Montrer que le triangle (H,D,C) est rec-
tangle isocéle :

({(H}=(AC)N(DB)).
En déduire E(DCH), E(ACO)
E (FICB), E(CBH), E(ABA).

d) Calculer DC, CB, AB, HC, HB, HI, H]J, O],
OJ en fonction de R. (I et J sont les points
d’intersection de A avec (DC) et (AB).




Exercice 18.

Soit un cercle C de centre O de rayon R, et un diamétre sécant & C en I et J.
Soit K un point de [I0], et A une droite contenant K, sécante @ C en C et D telle que

E(TKC)=45°.

a) La droite perpendiculaire en K a (CD) est sécante au cercle en A et B (voir schéma).

Trouver un axe de symétrie de 'ensemble {B, D, A, C}.

Montrer que ﬁ - B'AT,* et ﬁB - KEB

b) Soit M le milieu de (B, D) et H le point d’intersection de (KM) et de (CA).
Montrer que E(KCH)+ E(CKH)=90".

En déduire que la droite (KM) est orthogonale & la droite (CA).

Exercice 19.
On donne un triangle (A, B, C). Soit H la projection orthogonale de B sur la droite (AC).
a) Démontrer que AB?—BC?= AH?*-HC2.
b) Soit D un axe euclidien associé & la demi-droite [AC).
Démontrer que sur D, AH= ABcos BAC.
et AC=AC - AB cos BAC = AC — AB cos BAC.
Exprimer AH?—HC? en fonction de AC, AB et de cos BAC.
¢) Déduire de b. la relation
BC2?= AC?+BC2-2AB-AC cos BAC.
Sachant que AB=3, AC=5 et E(m) =60°, construire le triangle (A, B, C) et calculer BC.



